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Def . 1. MRn = rulmtc v.uu o!le complexe n X n matrices. Gebruikeli jke

topolog:

i

Mﬂf vers. oo on:s Uoslngulicre mectrices uilt MRnu
LL

Def 2. AEMR, heet docpoaccl (notatie &=l ‘hi) als in de hoold

L

1
Gragonssl Sy Ay steosn, en da roviten nullen., De eenheids-
motrix 1is a norcdurd door L.

Dol 3. A heet trienguicir als onder - hiofddlagonaal slechts nullen
staan.
A heet supertriengulair ols ook do hoofddiagonaal nul is.

Dot b pls 01 + ... v =1 oeen nartitic van n 1s, dan zeggen wij Jdet L

het type (qu, .,¥.) heeft, wannccr L & verschillende cilpenweur
[

+—

den heeft, reoo, met multipliciteoten Oq,g,,,wo, In het symoool
el
(gq,,nojuh) L5 ¢ volgorde der v's .rrelevant,
22
ZLgno s ow @>typ;n) don heel & < > als oo ult @ ontstaatl

door hicr en ¢ 1 's samen te ncwen: bov. (2,2,3) < (2,1,1,1,0) .

4

Wij goebru on ook het symbool £

Del. 5. A heet nietecr o1k, als A het tyn. (1,1,. .,1) heeft (d.y

oL

=
=

c1le cigenweordon verschillond) . To alle andere gevallen hoet

critick,

Dol 6. To feMR_, XeMRiJ dan 1s AT poch fineocerd door x" X, Dus
XY Ry !
(/ ) -’-:A

°

o . o L : K , _
St. . I Loniet crol ok, dan volgt wit A :AY, dat X=DY, waarin D dix

goneal en nioc songulier ls, on omgclkicerd. Is A critiek dan zZugn

I
R N NPV . Y O
cr nict-diagons o matrices X met AT=p,
Dol 7o Any G ocen gonaodoan MRnn AqeG e AeG heten geconjugeerd in G,
[
. : I - , ;o
als cr cen continue afb. van Loﬂﬂj m MRH bestaat (asngeduid

v

door X(t) ), «° dat

fx,]X(C) € G (0gt <), /\/IX(O): Ay Aqx(ﬂ): Ao

Len oolynoom 1o cen functlic van do metrixvariacbele Z, gegeven

-
[
N
09]

goor cen formui. van de vorm:
ISR e Y . " Y. " i 5 7
I (u) = C(JI + (/][: | S CLLZ B

waarin de c¢'s sceolalr en constant zign.



]
o

Duf. 9. Zi, G een gebicd n MHn, P ecn moatrixfunctie op G (d.1. een
aib. van G n MHW). B heet sterk gnalytisch in G, als e€r cen
Lt
riy polynomen {P%(Z)k is die in 1l compact deel van G uniform

naor B oconvergd . vl

Def . 10, B heet analyt . b an G, als cr Loy ¢lk punt van G een omgeving
3 owaarin Posoorit analytisch is. ' hoet analytisch in A, alsg I

anclytisch 4 u oen omgeving van L,

ST. 2. G en H gelbroo 1 van MRnu F/1 en ', cnslytisch in G resp. H. Ver

der wordt G coor Fpodn H afgeboold, Dan s Fﬂ(Fq(Z) ) analytiscn
Z

G

s
€,

o

by in by geenujuzoerd an G, X(t) & functie uit def. 7. F =a
[

lytisch in G Din s

l

F(A.) = F

i

(
St.o b, P(7) polynoom, ~ n P(h) = Qﬁi Jixg(A)A aaA,
1

wa rhl) in pon Lreve zin om alle ogenwearden van A heen wordt

goinvegreerd.

Loolgenwas rdon A

C\
U

A met mulvinliciteiten J s N R I

S

analytisch 1 /. Tan ig er cen opun verzameling S 1n het complosc

vials, die Aq>‘.n A bevaet, en de rin een analytische functic o,

1

zodantg dat voor alle 7 in een ol ve omgeving van A geldtl

(1) F(zZ) = it Af(ﬁ)w <A (WJ = kring onm AJ)‘

De functic ©(A) o 10 zoker. ommovingen van Aqs oo Ay Gendurdig
pe]

bepaald. Is Pk(m}:;F(L) in cen ompoving van A, dan i3 ook

Ikc(k),i; F(A) v wekere omgevingon ven Ags oo X

Io 7 volcoonde dicht bigj I, en 1s

A (iquy;k.,gq} t K); (K superdiagonaal),
dan 1s
. ST ; - X R
F(z) = ( Lf(én)ﬁggi,f(ES)J ! Kq) (Kq superdiag nar’) .,

Oom., T is snalybtisch in ¢lk deelgebied ven S, doch deze verschillionio

cunctictakken behoeven niet analviisch samen te hangen.

(&))]
<

6. Tmfl——7 ig cen analytische functic ven 7 voor alle 7 wairvaen An
F o o 2] )

geen clgenwo . ric LS.



Sco 7 Gq,;ﬁchg disjuncic gebicden in cowmoloxe vilek f(h) acalytisch
. - \ v , :

in elk dezer 7o Le t'ﬁ,(qu G B) d¢ coll-ctie zijn ven

alle maitrices 1o v elgenwaerdon in G, hebben (3 =1, ,6)

Dufinicer ¢e functo F(Z) in K door (%) (ct. B; voor clke ]
loont Wj nu o G] e in GLogelogen eigenwaarden van 7)
Den is F(Z) oo lvtisch in N
Is Ae " , en A = ([uwy‘ ‘ ;k,j + N
¢n verwlsso haar mot Exﬂy.‘ x ) dan
n--1

F(r) = Z [f(\]>(dvl).&~-\y f(;])(o(nﬂ N/ i

J=0

waarin N nilpotoavu

]

St. 8. Is F(2) anolyiisch in een gebiloo, ¢en is dear

~\ Ivd n - /‘
Y7 v L.+ . 1(&)2 ,

wearin de ¢ g nicu-constante seolairen 2ign.

Het type v.on F(Z) is % het tyve van Z.

O
i

C.11 Block in MR . Toov ogegeven zign o desjuncte gebledon quu G
L

. , i - X .

N ocomplexe vIiol, en cen somenhansoond deel C ovan MRn‘ Din he ¢

Gooverzameline 3y (Gﬂ"“’Gn;C>* testaande uit alle

X ‘_ |
{quw,hﬁAn] (AeCs L Ae6 . XeC)

n Wlock. De o owen verzame Ling S(R) = G, + .. +G heet bt

1

spncctrum van oo wlock,

|

-

St. 9 I het block B pepeven, dan 1s 95 (M) cenduldig bepaald B
ellce rangschilcliing Gq)v LVGH von e gemenhangende componoent: o
ven S(®) is con ¢ te vinden, zd dnt B = JB(Gq,L .jGnBC) B
clke Aed is con do X vascgalepd o cen diagonele linksfoctor o2
(st. 1) deze an, daar C som onheorpgend moet zign, echber ni

overal willokourig geknozen worden,

Soe 100 Dlk block ds o0 gebled dn M’RW

"y

Sl 11, AQNW%WL O omguving van A, A nict-cricick. Dan ig er cen block #
met Ae e O.

St 120 Zi0n 634 en F. blocks, en ligt £ in hun doorsnede, dan bevat dic
do-rsnede ook cen block dat A bevat (de doorsnede behoceft zolf

geon block toe zign).
SU. 13, Laat @ een hlock zlin in MRny en laat F analytisch zijn in "
Dan is er ¢.n 10 S(B) ecenduldig bepaalde analytische functic f

26 dat voor clke he & geldt, dac bij elke representatie

o X
A o= Laq,‘u.,An]
NN \ ) ’ X
geldt F<h) = [f(A1>5"“’f(AH)J '

F en £ benolon elkaar eenduldig.



=45 14 Taat F het block & wit MR éénéencuidig afbeelden op 4 verzs
meling B ven MR . Dan i5 ® ecen block (uit 2% dewl van st 1
volgt dat 43( geen criticke puntain wevat); de inverse afbeel-
ding Fq is anolovisch in JJG De volgens st. 13 bilj F behorende
functie £ be 10t 3( R conform af on S( R'). De bij F, behorence

functie f1 ig o 1nverse van .

Del. 17, Ten anslytic wmotrix menifold (MM) »s een samenhangende Heusdorff

ruimte M met son klasse van gelijhwoardige systemen van uniform:

scrende parsmceiors. Den uniformiscronde parameber 1s een topo-

logische afboeclding van ecn gebicd van M op een gebled van MRne

Fen systecem van uniformisercnde paremetcers is een dusdanlge col

Lecetice, dat 1" .1k punt van M in .t definitiegebied van min-

stens ¢én uniformiscrende paramctor 1igt, en 2¢ zijn de uniformice-

rende paramctors o en w belde in P ogedefinieerd, dan is er eon in

cen omgeving van o P) gedefinicerde analytische functie F 20

dat F(¢(Q) ) = ¥(7) voor alle Q in ven omgeving van P. Twee sys

temen heten pgoli jkwaardig als ze samen weer een systeem vormen,
Ben in cen gobled G van M gedofinieerde afbeelding F ovan

G in MRn hecet anelytisch als e¢r bi) ¢lke PG een uniformisercrad

parameter g is, gedelfinicerd in ecn omgeving van P en gekozon

uit ¢én der gogoven systemen, zd dat in cen omgeving van @ F(Q)

i

cen analytische functic van‘f(Q)

SI8

R T CI S T/ iy Z;cen versimoling., Big elke S & 2o zi] gegev n cen gebled
Gg uit MR .In dc collectle vag nlle prren (Ggs A) (Ge 2, AeGy) ©1
cen coulvalent. rolatie gegeven, die voldoet aan de volgend.
clgenschappens
1. reflexicel, oymmetrisch, transiticf,

2 I8 (Ggy h) aml(Gyes
daarop ecn anclytische functic F, zd dat voor alle BeO geldt
(Ggs B)ar(Gys F(D) ), terwijl F(A) = A
3. Uit (G, A)~.(G,, B) volgt £ = B.
ha. Is (Ggy, A) nivt coulvalent wet (G, Aq)bdan zijn er omgevin .
gen 0 en 0, (L€0CGy; Aﬂeongt) zo dat voor alle BeO, B, ¢ 0,
geldt dat (G,, B) en (G, Bq) nict cguivalent zijn.

b, (gelijgkwacrdig met 4a) Isce L,ve 3, en 1s een rij A, has

Agj,,, van puntcn ult G4 gegeven en cen rij B, Bq, EE,,GQ

G. , 20 dat (Gg, A )~ (Gps B) (k=1,2,...) en is A->A, B —B,

dan is ook (Gg, A)~u(Gy, B).

5. Zijn (Gg, A) <n (th B) paren uit de collectie, dan zijn cr

rijeneg =, ¢W’Gﬁﬂ°°°"jm =T (alle uit 3 ), A = Bos Baseoosh
(A° EG(J"“)? B~,9 L °9Bm= B (BJ € GGJ) met (qu,__/ly Bj ,I)N(GcajﬁAu)

Aq)j dan is «r cen omgeving O (A€O€GL) en

1

uit

© m
J 3 o 3
(j = 1500.,m).
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1

Last M de collectie zijn van alle klassen van eguilvalente
paren, Een deel Mq van M heet open als er bij elk punt van M,1
een paar (G, ,A) ult de door dat punt aangewezen klasse is te
vinden, zd4 dat er een omgeving O (A =0 QGSJ bestaat met de ei-
genschap dat alle klassen (G, ,B) (BeO ) eveneens tot M beho-
ren, Kies als een systeem van uniformiserende parameters de af-
beeldingen y.(¢e Z), sedefinieerd door

wollenm) =1 Geo).

Bewerlng: M is, met het hier nangegeven systeem, een analytic
matrix manifold.

St.16. Is G een gebied in MR, dan is het slechts uit de identieke af-
beelding bestaande systeem een systeem van uniformiserende pa-
rameters, en G is daarbij een MM.

Def.13. Zijn M en M, beide MM's, en is er cen éénéénduidige afbeeldin;
zd dat elke uniformiserende parameter op M analytisch is op Mq

en elke uniformiserende parameter op Mq analytisch 1s op M,

dan heten M en IVI,1 i1somorph.

Def.14. Een afbeelding van M in Mq heet homeomorph, als elke uniformi-
serende paramefter van M,1 een analytische functie op M is.
Opmerking, Het is niet noodzakelijk, dat hierbij open verzame-

lingen in open verzamelingen overgaan, Voorbeeld: M=M1=MRny
2 . 3
F(A)=A“-A. De mntrices (g g) treden voor geen enkele a als

beeld op,

St.17. Is M een MM, en PelM, ¢ en v uniformiserende parameters in P,
dan hebben (P) en Y (P) hetzelfde type (St.8). Is ¢(P) din-
zonaal resp. triangulair, symmetrisch, dan (P) ook,

Def,15. Type van een punt P van M = type van g (F) .

P heet kritiek resp. diagonaal, triangulair, symmetrisch, als
¢ (P) dat is.

5t.18. De verzameling der niet-critieke punten van een MM is open en
overal dicht, '

Def.,16. Een samenhangend deel 9 van een MM heet een fiber, als er hij
elke Pe F een omgeving O van P is met daarop een uniformise-
rende parameter ¢ , 26 dat Q,e(¥m0), Qe (¥ n0) = < ()
en @(QQ) geconjugeerd in ¢ (%).

De definitie is onafhankelijk van de keuze van g (zie St.3),.

Def,17. Een verzameling (REM heet een block als er een analytische
functie op R is, die B éénéénduidig op een block van MR af-
beeldt,

St.19. Block op M bevat geen critieke punten., Elk niet-critiek punt
is bevat in een block, Hebben de blocks 631,(32 een punt P ge=
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meen, dan is er een hlock I 3P dat in de doorsnede ligt. Is
een block BEM éénéénduidin analytisch afgebeeld op een block

& van MRn’ dan 1s elk deelblok van ®' het beeld van een deel-
block van &,

St.20. Zijn P en Q niet critiekc punten in een gebied G van M, dan 1is
er een continue kromme van P naar Q, die in G verloopt en geen
critieke punten hevat.

Def.18. M 1s datgene wnt uit M ontstant door de critieke punten weg
te nemen, en de uniformisercende parameters tot de niet-critie-
ke punten te beperken.

St.21. M 1is een samenhangend open deel van M, en dus weer een MM,
Def.19. Spectral manifold van M,

Zij > een verzameling; kies bij elke & e 2_ een block a3 uit M,
z6 dat M~ door deze blocks geheel wordt overdekt. Verder kie-
zen we biJ elke B, een éénéénduidige afbeelding . van B op
een block @%, van MRn' S(dyg), het spectrum van @', korten we
af tot Vd.

Beschouw de collectie van alle paren (V. ,z)(¢eZ,zeV,.).
Definieer eguivalentie

(Vosz) o (Vg W),

zodra er een punt PeM 1s met Pediy ,P€ &, z en w eigenwaar-
den van @_(P) resp. g (P), terwijl w=f(z). Hierblj is f de
functie diec volgens 3t.5 (of St.13) met F correspondeert, een
F is de in een omgeving van §G(P) analytische functie die
voldoet aan F( 4z (2))= 9. (Q) (Q in omgeving van P),

Noem nu een klasse van cegquivalente paren een punt van SM,
definieer omgevingen e¢n uniformiserende parameters als in St.15
(pas St.15 toe met n=1). Zo ontstaat een analytic manifold,

i.h.a. niet samenhangend (ann de 5e els van St.15 is niet
steeds voldaan).

St.22. SM is onafhankelijk ven de keuze der @b 's en der y.'s.

Def.20. Bij elke Pe¢ M Dbehoort een verzameling van n punten van SM
(n.1. de klassen gerepresenteerd door (VG ’Zj)’ waarin
ZaseeesZy de eigenwaarden van %d(P) zijn). Deze n punten vor-
men het z.,g. spectrum van P,

8t.23. Er zijn getallen . ,..., vg (\H+..,+VS=B) met de volgende
eigenschap: SM bestaat ult s samenhangende delen Sﬂ,.,.,S
Voor elke PeM Dbestaat het spectrum uit

So

punten van Sq,

/1
v, punten van 82,,.. .
Def.21.21Jn u,,...,u, onbepaalden, 1s T(1),..., ™(n) een permutatie
2 X
van 1,...,n, en is X ¢ MR_ , dan heet [uﬂ(ﬂ)""’uﬂ(ni een
normaalvormsymbool.,
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Twee met dezelfde u's gevormde symbolen heten equivalent:

u \ u su Y
Do) oo Bt~ Fo(a)s o s%om)]
als XY_qz DR, waarin D dia@onaal is en R de permutatiematrix

-1

gedefinieerd door r waar o =T ¢, M,a,w,, als in

137 S1,0(5)
het geval dat de u's vorochlllende complexe getallen ziljn, de
hierboven aangeduide matrices identiek zijn,

Def,22.Is Pe M ,c¢ 2 (zie Def.19), Zsee

spectrum van g@(?), en zijn P19°°-3Pn de respectilevelijk door

.52, €en rangschikking van het

(VC,,zq) . (Vf,zn) gerepresenteerde puntin van M, en is
@O,(P [71”'° znjx, dan heet [P19=°'3Pn] een normaalvorm van
P.

St.24, Alle normaalvormen van P zijn onderling equivalent,

St.25., Is F analytisch op de gehele M, dan is er een analytische func -
tie f op de SM van M~ , zd dat voor elk punt P van M~ geldt

{Pﬂ”"’Pn]X normralvorm van Po=% F(P)= Lf f(Pn)]X.

’ s 00 9
V1 Vg
...SS

Def .23, (01,,..,vs) heet het type van M, Het symbool S heet de

spectral manifold van M (volgorde irrelevant).

g

Def.24, Laat S een (nlet noodzakelijk samenhangende) complex manifold
zijn. We defini€ren nu het (nict noodzakelijk samenhangend)
MM dat door S wordt voorgebracht, en dat door M(S) wordt aanpc-
geven,

Beschouw een collectie iKc'g (7% 2) van open verzamelingen
op S, zodanig dat elke K .. conform in het z-vlak kan worden af-
zebeeld, en zd drt elk n-tul punten van S in minstens een K
1s bevat. (De existentic van deze K. 's blijkt als volgt:
Zijn\AJ,...,Qh disjuncte gebileden van S, die alle op begrensde
zebieden van het z-vlnk conform kunnen worden afgebeeld, dan
kan hun vereniging conform op een stel disjuncte gebieden wor-
den afgebeeld), Bij elke K, 1s een conforme afbeelding gy geko-
zen; Yy¢(Kg)=Lg . De inverse afbeelding heet e * zij *¥,de ver-
zameling van alle matrices waarvan het spectrum tot Ly behoort,
¥y valt uiteen in samenhangende componenten Qth),”xée P

Beschouw nu alle paren ("é{(gﬂ,A) (e 2,he '3%(1)) We noe-
men (ﬁﬁ( ) A) en (”ﬁgJ),B) equivalent als

17 M A8(A)) @ (KgnKy), i (S(B)) € (K.nK,)
2° B= F(A), als F de matrixfunctie 1is die (vgl.St.5) met de
scalarfunctie £(z) = g, (v,(z)) correspondeert ( f(z) is gedefi-
nieerd in ¢ (K. nK_) ).
Deze equivalentierelatie voldoet aan de elsen van St.15
(behalve 5°), Het resultaat is een niet-samenhangend MM, dat we



St.eb.
St.27.

Def.25.

3t.28.
St.29.

3t.30.

St.31.

5t.33.

Def .26,
Def 27,

M(S) noemen.

M(S) 1s onafhankelljk van de keuze der w's,

M(S) valt uiteen in samenhangende componenten, elk correspon-
derende met een mogelijkheid om de componenten van S te waar-
deren met gehele getallen v > 0 met som n,

V1

M(Sq ,.,SSS) is de component die met de aangegeven waardering
correspondeert,
. N , N
" ST ¥ °
De spectral manifold van IM(S, ...8, )j 1s S, ...S
’ Vs ( 1 S 1 S
bt
.

Is M een MM, 8, ...S; het spectral manifold van M, en M, het
MM uit Def.24, dan is er een analytische afbeelding van M 1in
Mﬂ, zd dat origineel en beeld steeds equivalente normaalvormen
hebben,

Is F analytisch in M, dan 1s F ook analytisch in het cor-
responderende gebied van M1; punten van M die op eenzelfde punt

van Mq worden afgebeeld, hebben gelijke waarden van F,

AtMRn. Dan 1s er een omgeving Oqu zé dat voor elke samenhan-
gende omgeving 0O (AGO(Oq) het spectrale oppervliak van O~ het-
zelfde type heeft als A,

De afbeelding van st.,.29 kan tot een afbeelding van M 1n M
worden voortgezet.

1

Zzijn M1 en M2 beide MM's en is F ecen analytische afbeelding
van Mq in Mg, dan corrcspondeert daarmee een analytische af-
beelding £ van 8, in 8, (S;=8M van M;). F en f bepalen elkaar
éénduidig,

Is F analytisch op M, en f de corresponderende functie op S

(S het SM van f), en zijn P "’Pn de punten van S die met het

17

punt P van M corrcsponderen, dan zign f(Pq),...Jf(P de eigen-

r])
waarden van F(P),

Matrix bol = M(8"), nls S de complexe bol voorstelt.
713§ M een MM. Analytische afbeeldingen van M in de M(S") heten

meromorphe functles op M,

/7

Met elke meromorphe functie op M correspondeert éénéénduidig
een meromorphe functie op zijn SM.

Is M een MM, en convergeert een rij functies fk uniform in elk
compact deel vawm de SM, dan convergeren de corresponderende
functies Fk uniform in elk compact deel van M,



